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✶
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ■♥❞✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❍②❞❡r❛❜❛❞✱ ■♥❞✐❛✳

✷❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ■♥❞✐❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❍②❞❡r❛❜❛❞✱ ■♥❞✐❛ ✱ ④♠❛✶✸♣✶✵✵✹✱ ❝s❛str②✱
♣❥❛♠♣❛♥❛⑥❅✐✐t❤✳❛❝✳✐♥

✸❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❈❍❘■❙❚ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇❡♥❣❛❧✉r✉✱ ■♥❞✐❛✱ ✱ ♣r❛✈❡❡♥✺✼✼✸✵✷❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❆❜str❛❝t

❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆s ❳✲r❛②s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❤❛r♠❢✉❧ t♦
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❳✲r❛② ❞♦s❛❣❡ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ♠❛✐♥t❛✐♥✲
✐♥❣ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ s♣❛rs✐t②✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡♠♣❧♦② ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ✭❈❙✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❈❚ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ■♥ ❈❙✱ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✭❛ ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❝♦❧✉♠♥s✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❣✉❧❛r s❡t ♦❢ ❘❛❞♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦s✲
s❡ss❡s ❧❛r❣❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣
♠❛tr✐① ✈✐❛ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠✲
❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ st❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♦✉r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡✈❡♥ ✐♥ ♥♦✐s② ❝❛s❡s✳ ❲❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧
r❡❝♦✈❡r② t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❚❱❆▲✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❳✲r❛② ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❤♦s♣✐t❛❧s ❛♥❞ ❝❧✐♥✐❝s ❢♦r ❞✐✲
❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ❈❚ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ✐t✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❚ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s
❛♥ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

✶



✱ ✷

♦❜❥❡❝t✳ ❆s ❳✲r❛②s ❛r❡ ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞✐❡s✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r✐s❦ ♣♦s❡❞ ❜②
r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❬✶✱ ✷❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ ❈❚ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✉s❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤
❛s ❧✐tt❧❡ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s❛❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡✲
❣♦r✐❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✭❋❇P✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✸❪ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ✐♥ ❈❚ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❬✹❪✳ ❉❡✲
s♣✐t❡ ✐ts ♣♦♣✉❧❛r✐t②✱ t❤❡ ❋❇P s✉✛❡rs ❢r♦♠ s②st❡♠❛t✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞
str❡❛❦ ❛rt✐❢❛❝ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❲❤❡♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✺❪✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❬✹❪ ❬✻❪ ❬✼❪ ❜❛s❡❞ ♦♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦♣✉❧❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❳✲r❛② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✜❞❡❧✐t②✳ ❚❤❡
❜❛s✐❝ ♣r❡♠✐s❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❡s ✐♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ s♣❛r✲
s✐t② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✐❞❡❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡
❙❡♥s✐♥❣✳

❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❙❡♥s✐♥❣ ✭❈❙✮ t❤❡♦r② ❬✽✱ ✾❪ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱
❙♣❛rs✐t② ❛♥❞ ❈♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❙♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧s x ∈ R

M ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r m ✭✇❤❡r❡ m < M✮ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts y s❛t✐s❢②✐♥❣ y = Ax ✇✐t❤ k < m

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ x✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦
t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ■s♦♠❡tr②
Pr♦♣❡rt② ✭❘■P✮ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❈❙
t❤❡♦r② st❛t❡s t❤❛t ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡❝♦✈❡r②✱ ✇❤✐❝❤
s✐❣♥✐✜❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❛r✐♦✉s
♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧
t♦ ✐♠♣❧② ❢❡✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❊❧❛❞ ❬✶✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐t❡r✲
❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t−❛✈❡r❛❣❡❞ ♠✉t✉❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡♥s✐♥❣
♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✶❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ▼❘■✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥
✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❙P❋✮✳ ❉✉❛rt❡ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✷❪
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐ts ●r❛♠ ♠❛tr✐① ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦
✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❳✉ ❡t✳❛❧✳ ❬✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦
✜♥❞ ❛ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉✐❛♥❣✉❧❛r ❚✐❣❤t ❋r❛♠❡ ✭❊❚❋✮ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉t✉❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❝♦♥✈❡① ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ tr✉❡ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ✐♥✲
✈❡rt✐❜❧❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ sq✉❛r❡ ❛♥❞
✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❈❚✱ ❛r❡
♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❈❚ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❛♥ ✐❧❧✲♣♦s❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s



✱ ✸

▲✐♠✐t❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦r s♣❛rs❡✲✈✐❡✇ t♦♠♦❣r❛♣❤②✮ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts ❜② ❇✳
❙❛❤❡♥❡r ❡t✳ ❛❧ ❬✶✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡t ❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ♠✐ss✐♥❣ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥t♦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖❢ ❧❛t❡✱ ❛❞❞r❡ss✐♥❣
t❤✐s ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s♣❛rs✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡✲
s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠✐ss✐♥❣
✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹❪ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♣❛rs✐t② ❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❈❚✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✶✾❪ ✭❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❈❚
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥❡✲❜❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr② ❜② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❘✐ts❝❤❧ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❚❱ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡
❙t❡❡♣❡st ❉❡s❝❡♥t✲Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❖♥t♦ ❈♦♥✈❡① ❙❡ts ✭❆❙❉✲P❖❈❙✮ ❢♦r ❈❚ ✐♠❛❣❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✼❪✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❙♣❧✐t✲❇r❡❣♠❛♥ ♠❡t❤♦❞✱
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❙♣❧✐t✲❇r❡❣♠❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✶❪ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ❜❡✐♥❣
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠♦st❧②
❛r❡ ❛✐♠❡❞ ❛t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡rs ✇❤✐❧❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s♣❛rs✐t② ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛✐♠s ❛t ✐♠✲
♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ✈✐❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ t❤r♦✉❣❤ ❛
❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ s❡♥s✐♥❣
♠❛tr✐① ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥✲
t✐❞✐♦♥❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❈❚✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ♦✉r
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡
♥♦✐s② s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❈❚✱ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ r❡❝♦r❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❈❙ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ s♣❛r❡ r❡❝♦✈❡r②✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷ ❇❛s✐❝s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤②

❚❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r✐♠❛r② ❝♦❧❧✐♠❛t♦rs✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✜♥❡ ❜❡❛♠ ♦❢
r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s t❤❡♥
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r ❛♥② θ ❛♥❞ τ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛s

(Rf)(θ, τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(p, q)δ(p cos θ + q sin θ − τ)dpdq, ✭✶✮

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❘❛❞♦♥ ❚r❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ ✭✶✮✱ f ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥
s❡❧❡❝ts t❤❡ r❛② ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ p ❛♥❞ q ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t s✐③❡✳ ❚❤❡
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❋✐❣✳ ✶✿ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ ✭❛✮ P❛r❛❧❧❡❧✲❇❡❛♠ ❛♥❞ ✭❜✮ ❋❛♥✲❇❡❛♠ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

t❛s❦ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f(p, q) ❢r♦♠ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ R(θ, τ) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ ❈❚ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s s✉❝❤ ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❢❛♥ ❛♥❞ ❝♦♥❡ ❜❡❛♠
❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✲❜❡❛♠ ❛♥❞ ❢❛♥✲❜❡❛♠ ♠♦❞❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡❜✐♥♥✐♥❣ ❬✷✷❪✳

✷✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛❞♦♥ ❚r❛♥s❢♦r♠

❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ✈✐❡✇ θi ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r τj ✳ ■♥
❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

(Rf)(θi, τj) =
∑

l

ai,j(l)pl, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ai,j(l) =

{

wij ✐❢ (θi, τj) r❛② ❤✐ts lth ♣✐①❡❧

0 ❡❧s❡✳

■♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ✭✷✮✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❜✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥
t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ r❛②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ wij ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❛♥❞ pl st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ lth ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ♠❛② ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

(Rf)(θi, τj) = [ai,j(1) . . . ai,j(M)][p1 . . . pM ]T , ✭✸✮

✇❤❡r❡ M = n2✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ n× n✳ ❯s✐♥❣ ❛❧❧
θi ❛♥❞ τj ✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ♠❛tr✐① s②st❡♠

ỹ = Ãx, ✭✹✮

✇❤❡r❡ ỹ ❝♦♥t❛✐♥s ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ (Rf)(θi, τj)✮ ✐♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠✳ ❆❝✲

❝♦r❞✐♥❣❧②✱ Ã ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛tr✐① ✭✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ai,j(l)✮ ❛♥❞ x ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r

✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ pl✳ ❚❤❡ r♦✇ s✐③❡ ♦❢ Ã ✐s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛❞✐❛❧
❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ s✐③❡ ♦❢ Ã ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
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t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① Ã✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r s❛♠♣❧✐♥❣ ❬✷✷❪✿

❘❛❞✐❛❧ ❙❛♠♣❧✐♥❣✿

τj = δτ
(

j − n

2

)

, ✭✺✮

❆♥❣✉❧❛r ❙❛♠♣❧✐♥❣✿

θi =
i+ 0.5

n
π, ✭✻✮

✇❤❡r❡ i, j ∈ {0, 1, · · · , n− 1}✱ δτ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ r❛❞✐❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣✳

✷✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❞✉❝❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

▲❡t Ã ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ỹ ✐ts ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■♥ s♣❛rs❡✲✈✐❡✇ ❈❚✱ ♦♥❡ r❡str✐❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❣❧❡s✱
❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ r♦✇ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① Ã ❣❡ts r❡str✐❝t❡❞✳ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r s♦♠❡ r♦✇✲r❡str✐❝t❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① R✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
s❡t ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s Rỹ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s y✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
RÃ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s A✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥ s♣❛rs❡✲✈✐❡✇ ❈❚✱ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ y = Ax ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱
❛❞♠✐tt✐♥❣ t❤❡r❡❜② ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s♣❛rs✐t② ♣r❡s❡♥t ✐♥
❈❚ ✐♠❛❣❡s ♠❛❦❡s ❈❙ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❬✹❪ ❢♦r r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳

✸ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❙❡♥s✐♥❣

❈♦♠♣r❡ss❡❞ ❙❡♥s✐♥❣ ✭❈❙✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✽✱ ✾❪ r❡❝♦✈❡rs x ∈ R
M ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ♦❢ ✐ts ❧✐♥✲

❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts y ∈ R
m t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ s♣❛rs✐t②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r y ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♦♥❡ ♦❜✲
t❛✐♥s ❛ s②st❡♠ y = Ax✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ m×M (m < M) ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r
s♣❛rs✐t② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ‖·‖0 ♥♦r♠✱ ✇❤❡r❡ ‖x‖0 := |{j ∈ {1, 2, . . . ,M} : xj 6= 0}|✳
❚❤❡ s♣❛rs❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

P0(A, y) : min
x

‖x‖0 s✉❜❥❡❝t t♦ Ax = y.

❚❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞ ❬✽❪✳ ❚✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱
♥❛♠❡❧② ❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞s ❬✷✸❪ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ P0(A, y)✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ k✲s♣❛rs❡ x ✭t❤❛t ✐s✱ ‖x‖0 ≤ k✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ P0(A, y)
❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s

P1(A, y) : min
x

‖x‖1 s✉❜❥❡❝t t♦ Ax = y.

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡✱ ❈❙
t❤❡♦r② ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✉♥✐q✉❡ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ s♣❛rs❡
s✐❣♥❛❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ µ(A)✱ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① A ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❜s♦❧✉t❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧✉♠♥s ❢r♦♠ ❆✱ t❤❛t ✐s✱

µ(A) = max
1≤ i,j≤ M, i 6=j

| ❛Ti ❛j |
‖❛i‖2‖❛j‖2

,
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✇❤❡r❡✱ ak st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ A✳ ❆♥ m × M ♠❛tr✐① A ✐s s❛✐❞ t♦
s❛t✐s❢② t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ■s♦♠❡tr② Pr♦♣❡rt② ✭❘■P✮ ❬✽✱ ✾❪ ♦❢ ♦r❞❡r k ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
δk (0 < δk < 1) ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs x ∈ R

M ✇✐t❤ ‖x‖0 ≤ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(1− δk) ‖x‖22 ≤ ‖Ax‖22 ≤ (1 + δk) ‖x‖22 . ✭✼✮

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❘■P ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✏♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✧ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ m ×
k s✉❜♠❛tr✐❝❡s ♦❢ A ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛❝t r❡❝♦✈❡r②✳ ❆
s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r δk ✐♠♣❧✐❡s ❜❡tt❡r s♣❛rs❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧ts ✭❬✽✱ ✾❪✮ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ δk ❛♥❞ µ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P0 ❛♥❞ P1 ♣r♦❜❧❡♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ m×M ♠❛tr✐① A ❤❛s t❤❡ (2k, δ) r❡str✐❝t❡❞ ✐s♦♠❡tr②
♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ δ <

√
2 − 1✱ t❤❡♥ P0 ❛♥❞ P1 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ k−s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢

P0 ❤❛s ❛ k−s♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t a1, . . . , aM ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① A ✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ µ✳ ❚❤❡♥ A s❛t✐s✜❡s ❘■P ♦❢ ♦r❞❡r k ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
δk = (k − 1)µ✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❡♥❛❜❧❡ ✉s
t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧❡r δk✳

❈♦❤❡r❡♥❝❡ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ r❡❝♦✈❡r② ♦❢
s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧s ✈✐❛ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ▼❛t❝❤✐♥❣ P✉rs✉✐t ✭❖▼P✮ ♦r ❇❛s✐s P✉rs✉✐t ✭❇P✮✱
❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❬✽❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② k−s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧ x ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ P0(A, y) ✉s✐♥❣ ❖▼P ❛♥❞ ❇P✱ ♣r♦✈✐❞❡❞

k <
1

2

(

1 +
1

µ(A)

)

. ✭✽✮

❋r♦♠ ✭✽✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜❡tt❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥
s♣❛rs✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛tt❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

✸✳✶ ❚❱ ♥♦r♠ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡rs

❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ‖·‖1 r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❬✷✹❪ ♦❢ ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t
✐t ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ♥♦t ♦♥❧② s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧s ♦r ✐♠❛❣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡♥s❡ st❛✐r❝❛s❡ s✐❣♥❛❧s
♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s
t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❚✳

❆♠♦♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❚❱ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❆✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐♥ ❛♥❞ ❆▲t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❆▲❣♦r✐t❤♠ ✭❚❱❆▲✸✮ ❬✷✹❪ ✐s ♣♦♣✉✲
❧❛r ❛♥❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳

❋♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s♣❛rs❡ x ❢r♦♠ y = Ax✱ ✐♥ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✿

Ptv : min
x

‖∇x‖1 s✉❜❥❡❝t t♦ Ax = y. ✭✾✮



✱ ✼

✇❤❡r❡ ‖∇x‖1 =
∑

i,j

√

|xi+1,j − xi,j |2 + |xi,j+1 − xi,j |2. ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐✣❝✉❧t
t♦ s♦❧✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❚❱✲♥♦r♠✳ ❚❤❡
❆❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❆❉▼✮ ❬✷✺❪ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✾✮ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Ptv1 :
min
d,x

‖d‖1

s✉❜❥❡❝t t♦ Ax = y, d = ∇x.
✭✶✵✮

■ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pal : min
d,x

LA(d, x) ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ LA(d, x) ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

LA(d, x) = ‖d‖1 − βT
1 (∇x− d) +

β2

2
‖∇x− d‖22 − βT

3 (Ax− y) +
β4

2
‖Ax− y‖22.

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✶✮✳ ❋♦r ❛
✜①❡❞ x✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r di ❢♦r ❛❧❧ i ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

di = max

{

‖∇ix− (β1)i
β2

‖ − 1

β2
, 0

} ∇ix− (β1)i
β2

‖∇ix− (β1)i
β2

‖
.

❋♦r ❛ ✜①❡❞ di✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ✶✶ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❧② ❜② t❛❦✐♥❣ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t st❡♣✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t st❡♣✱ di
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ✶✶ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❬✷✻❪✳ ▲❡t ✭d̂, x̂✮ ❜❡ ❛♥ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✶✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❛❧❧ i✿

(β1)i = (β1)i − β2(∇ix̂− d̂i),

β3 = β3 − β4(Ax̂− y).

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❚❱❆▲✸ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs β2, β4✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ β2

✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r y ❛♥❞ t❤❡
s♣❛rs✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ x✳ ❆♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❚❱❆▲✸
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ β2, β4 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✹✱ ✷✻❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥✳

✸✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ s♣❛rs❡ r❡❝♦✈❡r②

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ s♣❛rs❡ r❡❝♦✈❡r② ❛s
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❈❚✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r m × m ♠❛tr✐① P ✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s
y = Ax ❛♥❞ Py = PAx ❤❛✈❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
P0(A, y)✱ P0(PA,Py) ❛♥❞ P1(A, y)✱ P1(PA,Py) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥
✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷ ♠❛② ❜❡ r❡st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✱ ✽

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ▲❡t P ❜❡ ❛♥② ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✳ ❆♥ ❛r❜✐tr❛r② k−s♣❛rs❡ s✐❣♥❛❧
x ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ P0(PA,Py) ✉s✐♥❣ ❖▼P
❛♥❞ ❇P✱ ♣r♦✈✐❞❡❞

k <
1

2

(

1 +
1

µ(PA)

)

. ✭✶✷✮

❲❤❡♥ µ(PA) < µ(A)✱ ✭✶✷✮ s❤♦✇s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ PAx = Py. ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡ t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐① P

♣♦ss❡ss✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ❜❡❛r✐♥❣ ♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐♥ ❈❚✳

✹ ❖♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♠❛❦❡s ❘❛❞♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❬✷✼❪✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱
✐♥ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤
❧♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛tt❛✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P, ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t µ(PA) < µ(A), ✐s ♣♦s❡❞
❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

Pµ :
min
P 6=0

max
i 6=j

|〈P❛i, P❛j〉|
‖P❛i‖2‖P❛j‖2

,

s✉❜❥❡❝t t♦ κ(P ) ≤ γ.

✭✶✸✮

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✳ ❲❡ ♥♦✇ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① PA ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ●r❛♠ ♠❛tr✐① ATPTPA✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ATPTPA t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① I ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

P :
min
X

‖ATXA− I‖F
s✉❜❥❡❝t t♦ κ(X) ≤ γ,

✭✶✹✮

❢♦r s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ γ✳ ■♥ ✭✶✹✮✱ X ✐s PTP ✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞
κ(X) ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❬✷✽❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

κ(X) =











λmax(X)
λmin(X) , ✐❢ λmin(X) > 0,

∞, ✐❢ λmin(X) = 0 ❛♥❞ λmax(X) > 0,

0, ✐❢ X = 0,

✭✶✺✮



✱ ✾

✇❤❡r❡ λmax(X) ❛♥❞ λmin(X) ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ X
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✿

P : min
X

‖ATXA− I‖2F + ηκ(X), ✭✶✻✮

❢♦r s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ η✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(X) ✇✐t❤
ν‖X‖2F −λ ❧♦❣ ❞❡t(X) ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

Pc : min
X

‖ATXA− I‖2F − λ ❧♦❣ ❞❡t(X) + ν‖X‖2F , ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ ❞❡t✭·✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ‖ · ‖F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✳
log ❞❡t(X) ❛♥❞ ‖X‖F r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥
✈❛❧✉❡s ♦❢ X ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✏♥❡❣❛t✐✈❡
log ❞❡t(X)✧ ✐♥ ✭✶✼✮ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ ❜❡ ❛✇❛②
❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ✱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ‖X‖2F −
λ log ❞❡t(X) r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X✱
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥
κ(X)✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♣❡♥❛❧t✐❡s ❛♥❞
✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✐♥❣ κ(X) ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❝❤ ♣❡♥❛❧t✐❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✷✾✱ ✸✵❪✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✼✮✱ f(X) = ‖ATXA − I‖2F − λ ❧♦❣ ❞❡t(X) +
ν‖X‖2F ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❬✸✶❪ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ f(X)
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X ✐s

∇X ‖ATXA− I‖2F = 2A(ATXA− I)AT ✭✶✽✮

∇X ❧♦❣ ❞❡tX = X−T ✭✶✾✮

∇X ‖X‖2F = 2X. ✭✷✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ f(X) ✐s ∇Xf(X) = 2A(ATXA − I)AT − λX−T +
2νX✳ ❙❡tt✐♥❣ ∇Xf(X) t♦ 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s
♦♣t✐♠❛❧ X✳

2A(ATXA)AT − 2AAT − λX−T + 2νX = 0. ✭✷✶✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ X ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✐t ✉s✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❬✸✷❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ X ❛s PTP ✈✐❛ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛♣r❛♠❡t❡rs λ ❛♥❞ ν ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t✉♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡
♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ♦❢ s♦❧✈❡r ❢♦r ✭✶✼✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✶✮✳ ❆❢t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ P ✱
✇❡ s♦❧✈❡ Py = PAx ❢♦r s♣❛rs❡ x✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ❈❚ ✐♠❛❣❡✱ ✉s✐♥❣ ❚❱❆▲✸ ❛s
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝ ✸✳✶✳



✱ ✶✵

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ Ps❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢r♦♠ ✭✶✼✮

• P❛rt ❆✿ ❖♥ s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✶✮✿

✶✿ ●✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts X0✱ r0 = ∇Xf(X0)✱ p0 = −r0, 0 < ǫ ≪ 1 ❛♥❞
K ∈ Z

+✳ ❙❡t ❦ ❂ ✵✳
✷✿ ❈❤♦♦s❡ α ❜② ✉s✐♥❣ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❧✐♥❡ s❡❛r❝❤ ❬✸✸❪
✸✿ ❯♣❞❛t❡ X :

Xk+1 = Xk + αpk

st♦♣ ✐❢ ‖Xk+1 −Xk‖2 < ǫ ♦r k + 1 > K. ❖t❤❡r✇✐s❡ ❣♦ t♦ ♥❡①t st❡♣✳
✹✿ ❯♣❞❛t❡ rk ❛♥❞ pk

γk =
‖rk‖F
‖pk‖F

rk+1 =∇Xf(Xk+1)

pk+1 =− rk+1 + γkpk

✺✿ ❙❡t k := k + 1, r❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✷✳

• P❛rt ❇✿ ❖♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ P ✿

❋✐♥❞ P s✉❝❤ t❤❛t X = PTP ✈✐❛ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳ ❇② s❡tt✐♥❣ λ ❛♥❞ ν ✐♥ ✭✶✼✮ t♦ ✵✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠
❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛s (AAT )−1✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ A ❤❛s ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐❢ A = UDV T ✱ t❤❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❱❛❧✉❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ A✱ t❤❡♥ (AAT )−1 =
(UDDTUT )−1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

(DDT )−
1

2UT ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Pint✳ ❋♦r s♦♠❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ η✱ t❤❡

❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✹❪ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛s (DDT + ηI)−
1

2UT ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❛s Preg✳ ❆s Pint ❛♥❞ Preg ❛r❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ ❛s P ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦r❦✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ Pint✱ Preg ❛♥❞
P s❡❡♠s ❥✉st✐✜❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳ ❇② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ P̃ ✱ ♦❢ s✐③❡ m×M ✱
♦♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ s②st❡♠ P̃ ỹ = P̃ Ãx ✇❤❡r❡ ỹ ❛♥❞ Ã ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P̃ ♠❡r❡❧② ❛❝ts ❛s ❛ ❞✐♠❡♥t✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛♥ M ✲✈❡❝t♦r t♦ ❛♥ m✲✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❛ tr✉❡ s❡♥s❡ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ✉s❡ ❛♥② r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ y ❢r♦♠ P̃ ỹ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ỹ = Ãx ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡❝❛st ❛s y = Ax✱ ✇❤❡r❡ y = Rỹ ❛♥❞
A = RÃ✱ ✇✐t❤ R st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r♦✇✲r❡str✐❝t❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s
t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❞❞r❡ss❡s
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ tr✉❡ s❡♥s❡✳
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✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥✐t✐❛❧❧② ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭A✮ ♦❢ s✐③❡ |θ|n×M ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts
♦❢ ❛♥❣❧❡s θ✱ ✇✐t❤ |θ| = 20, 30, 40, 50, 60✱ ✭✶✺✳✻✪✱ ✷✸✳✹✪✱ ✸✶✳✷✪✱ ✸✾✪✱ ✹✻✳✽✪ ♦❢
t♦t❛❧ ❞❛t❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❜② ❞r❛✇✐♥❣ θ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ✐♥ ✭✻✮ ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ s❛♠♣❧❡s ❛s ♣❡r ✭✺✮✳ ◆♦✇✱ ❢♦r
❡❛❝❤ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ✭t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ♦❢ ❛♥❣❧❡s θ✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✱ PA✱ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ A ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P ✐s s♠❛❧❧✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✼✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A
✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ P ✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ n

✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✮✳ ❍❡♥❝❡ A ❛♥❞ P ♠❛② ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ♦✛✲❧✐♥❡
♣r♦❝❡ss✳

✺✳✶ ❋✐♥❞✐♥❣ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❆s ✜♥❞✐♥❣ P ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r P ❛s Preg ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✮ ❛♥❞
♦❜t❛✐♥❡❞ P ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ st❡♣s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣
Preg ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛r❡ ✭✐✮ P ❛❧♠♦st ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ Preg ✇❤❡♥ ν = λ = 0✱
❛♥❞ ✭✐✐✮ Pint ❤❛s ❛ ✈❡r② ❜❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ❛♥❣❧❡s✳ ❲✐t❤ ❛
✈✐❡✇ t♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P ❛❣❛✐♥st Preg✱
✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✱ ✷ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs κ(Preg), κ(P ) ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❝♦❤❡r❡♥❝❡s µ(PregA), µ(PA)✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✶✱ ✷✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❛❣❛✐♥st Preg✱
P ❤❛s s♠❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r µ(PA)✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧② ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s η = 10−5 ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ Preg✮✱ ν = 1 ❛♥❞ λ = 50
✭✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ P ✮ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
st❛t❡❞ t❤❛t ♥❡✇ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♣r♦✈✐❞❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝♦✲
❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛s ✐♥ ❊q✳ ✶✹✱ ✇❤✐❝❤
♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s s❤♦✇ t❤❡
♣r♦♠✐s❡ t❤❛t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦✛❡rs t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❚ ❢r♦♠ r❡✲
❞✉❝❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡♥t✐r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✐♥ ▼❆❚❆▲❇ ✭✷✵✶✹❛✮ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ✸✷ ●❇ ❘❆▼ ❛♥❞
■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ s♣❡❡❞ ♦❢ ✷✳✷✵ ●❍③ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ✻✹✲❜✐t ❲✐♥❞♦✇s ✶✵
♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳

✺✳✷ ■♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❋♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ✐♠❛❣❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❙❤❡♣♣✲
▲♦❣❛♥ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ s✐③❡ 128× 128✳ ❯s✐♥❣ ❚❱❆▲✸ s♦❧✈❡r✱ ✇❡
r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ x ❢r♦♠ (Py, PA)✱ ✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢
❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ P❡❛❦ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭P❙◆❘✮
❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥❞❡① ✭❙❙■▼✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
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r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡ ❬✸✺❪ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

PSNR = 10 ∗ log10
(max(xo))2

MSE
, ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ ▼❙❊ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

MSE =

∑m
i=1

∑n
j=1(x

o
i,j − xi,j)

2

m× n
, ✭✷✸✮

✇✐t❤ xo
i,j ❛♥❞ xi,j ❜❡✐♥❣ t❤❡ (i, j)th ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞

✐♠❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍✐❣❤❡r P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭❙❙■▼✮ ✐♥❞❡① ❬✸✻❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ρ ❛♥❞ t ❛r❡
❧♦❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❙❙■▼ ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡s t❤r❡❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✿ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ l(ρ, t)✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❝♦♥tr❛st c(ρ, t)✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦❢ str✉❝t✉r❡s s(ρ, t)✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❙❙■▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

S(ρ, t) = [l(ρ, t)]k1 · [c(ρ, t)]k2 · [s(ρ, t)]k3 ,

S(ρ, t) =

(

2µρµt + c1

µ2
ρ + µ2

t + c1

)k1
(

2σρσt + c2

σ2
ρ + σ2

t + c2

)k2
(

2σρt + c3

σρσt + c3

)k3

, ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ µρ ❛♥❞ µt ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s✱ σρ ❛♥❞ σt ❛r❡ ❧♦❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ σρt ✐s
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥s✱ c1✱ c2 ❛♥❞ c3 ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✱ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ k1 > 0✱ k2 > 0
❛♥❞ k2 > 0 ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❙❙■▼ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣♦♦❧✐♥❣
t❤❡ ❙❙■▼ ♠❛♣✱ ✐✳❡✳ ❜② s✐♠♣❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❙❙■▼ ♠❛♣✳ ❍✐❣❤❡r ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡
✐♥❞✐❝❛t❡s ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✺✳✷✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡❧❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ✐s✱ Py = PAx✳ ❚❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸ ❜♦t❤ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① PA

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t❤❛t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❜r✐♥❣s ✐♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s PregA✱ PA

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r |θ| ❂ ✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t PA r❡s✉❧ts ✐♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥
✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rts PregA ❛♥❞ A✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✹✳
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❚❛❜✳ ✶✿ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s❡♥s✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ❞✐❢❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r P ✳

|θ| ❙✐③❡ ♦❢ ♠❛tr✐① κ(Preg) κ(P ) κ(A) κ(PA)
✷✵ 2560× 16384 ✾✶✳✶✼✹✺ ✸✺✳✷✼✷✽ ✾✶✳✶✼✺✾ ✷✳✺✽✹✽
✸✵ 3840× 16384 ✶✶✾✳✶✼✵✹ ✹✶✳✹✾✽✼ ✶✶✾✳✶✼✷✺ ✷✳✽✼✶✼
✹✵ 5120× 16384 ✷✳✸✵✾✶❡✰✵✹ ✺✳✵✹✼✹❡✰✵✸ ✺✳✶✺✽✺❡✰✶✺ ✶✳✶✽✶✺❡✰✶✸
✺✵ 6400× 16384 ✷✳✺✽✶✷❡✰✵✹ ✺✳✸✵✹✼❡✰✵✸ ✾✳✾✺✸✶❡✰✶✹ ✶✳✷✼✸✶❡✰✶✸
✻✵ 7680× 16384 ✷✳✽✷✼✹❡✰✵✹ ✺✳✺✺✻✽❡✰✵✸ ✶✳✶✽✷✷❡✰✶✺ ✶✳✷✽✽✽❡✰✶✸

❚❛❜✳ ✷✿ ❈♦❤❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s A✱ PregA ❛♥❞ PA ♦❢ s✐③❡ |θ|n × M ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❛♥❣❧❡s θ ✇✐t❤ |θ| = 20, 30, 40, 50, 60✳ ❚❤❡ t❡r♠s ✐♥
t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡r t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘❛❞♦♥
s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✭P ✮ ♣r♦✈✐❞❡s
♠❛r❣✐♥❛❧❧② s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② Preg✳ ❚❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✶✹✮✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

|θ| ❙✐③❡ ♦❢ ❙❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① µ(A) µ(PregA) µ(PA)
✷✵ 2560× 16384 (15.6%) ✵✳✾✻✹✺ ✵✳✾✶✹✸ ✵✳✾✷✻✵
✸✵ 3840× 16384 (23.4%) ✵✳✽✽✶✼ ✵✳✼✺✽✻ ✵✳✼✽✼✾
✹✵ 5120× 16384 (31.2%) ✵✳✼✾✽✻ ✵✳✼✶✵✷ ✵✳✼✶✻✽
✺✵ 6400× 16384 (39%) ✵✳✼✺✹✹ ✵✳✺✽✶✽ ✵✳✺✾✷✾
✻✵ 7680× 16384 (46.8%) ✵✳✼✼✻✾ ✵✳✻✷✵✶ ✵✳✻✸✶✵

✺✳✷✳✷ ■♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ♥♦✐s② ❘❛❞♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ yǫ✱ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❛♥t♦♠ ✐♠❛❣❡ x s✉❝❤ t❤❛t yǫ = Ax + ǫ

✇❤❡r❡ ǫ ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s η
‖Ax‖2

✇✐t❤ η r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✷✲♥♦r♠ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❤✐t❡

●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✭y,A✮✱ t❤❡ ♣❛✐r ✭yǫ, A✮ ✇❛s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❙❤❡♣♣✲❧♦❣❛♥
P❤❛♥t♦♠ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✱ ✻ ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s
A✱ PregA ❛♥❞ PA✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❙❤❡♣♣✲❧♦❣❛♥ P❤❛♥t♦♠ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✺✱ ✻✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❧❧ ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♥♦t s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥
r❡❞✉❝✐♥❣ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❈❚ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛♠♦✉♥ts t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ■t ♠❛② ❜❡ r❡✐t❡r❛t❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ s♣❛rs❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❘❛❞♦♥ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧✈❡rs✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ♦t❤❡r s♦❧✈❡rs ❬✼❪✳



✱ ✶✹

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✷✿ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❙❤❡♣♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥t♦♠ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ✐♠❛❣❡s

❚❛❜✳ ✸✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t❤r♦✉❣❤ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ P❤❛♥t♦♠ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ❚❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s A✱ PregA ❛♥❞ PA ❛r❡ ♦❢
s✐③❡ |θ|n × M ✳ ❚❤❡ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r n = 128 ❛♥❞ |θ|
❂ ✷✵✱ ✸✵✱ ✹✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✻✵ ❛♥❣❧❡s✳ ❍❡r❡ θ r❡♣r❡s❡♥ts s✉❜s❡t ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

❙✐③❡ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
P❙◆❘ ✭❞❇✮ ✇✐t❤ ❙❙■▼ ✇✐t❤

A PregA PA A PregA PA

2560× 16384 (15.6%) ✷✻✳✻✾✻✷ ✷✼✳✻✷✶✽ ✷✽✳✾✶✺✽ ✵✳✾✻✷✾ ✵✳✾✸✷✹ ✵✳✾✼✻✼

3840× 16384 (23.4%) ✷✼✳✺✹✾✶ ✷✾✳✾✽✽✽ ✸✵✳✵✾✺✷ ✵✳✾✻✼✵ ✵✳✾✼✻✶ ✵✳✾✽✸✾

5120× 16384 (31.2%) ✸✵✳✽✹✶✸ ✸✸✳✸✷✷✼ ✸✹✳✷✻✼✼ ✵✳✾✽✻✺ ✵✳✾✾✵✽ ✵✳✾✾✹✵

6400× 16384 (39%) ✸✷✳✷✻✽✹ ✹✸✳✵✶✵✼ ✺✷✳✻✽✾✼ ✵✳✾✾✵✾ ✵✳✾✾✼✷ ✵✳✾✾✾✽

7680× 16384 (46.8%) ✸✷✳✷✺✼✸ ✹✸✳✵✺✵✺ ✻✷✳✹✹✻✹ ✵✳✾✾✵✼ ✵✳✾✾✼✽ ✵✳✾✾✾✾

❚❛❜✳ ✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t❤r♦✉❣❤ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡
❢♦r t❤❡ ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❚❛❜❧❡ ✸✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳

❙✐③❡ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
P❙◆❘ ✭❞❇✮ ✇✐t❤ ❙❙■▼ ✇✐t❤

A PregA PA A PregA PA

2560× 16384 (15.6%) ✶✼✳✵✾✾✽ ✶✼✳✶✷✽✾ ✶✼✳✺✼✹✶ ✵✳✹✽✷✺ ✵✳✹✾✹✻ ✵✳✺✷✺✸

3840× 16384 (23.4%) ✶✽✳✶✶✻✻ ✶✽✳✼✶✵✸ ✶✾✳✸✸✽✻ ✵✳✺✼✹✶ ✵✳✺✾✸✻ ✵✳✻✸✽✸

5120× 16384 (31.2%) ✶✾✳✾✼✶✸ ✷✵✳✻✷✹✹ ✷✶✳✼✶✵✼ ✵✳✻✼✾✸ ✵✳✼✵✶✵ ✵✳✼✺✽✽

6400× 16384 (39%) ✷✵✳✸✶✹✻ ✷✶✳✾✶✶✵ ✷✸✳✵✷✼✷ ✵✳✼✵✷✽ ✵✳✼✻✸✸ ✵✳✽✶✺✵

7680× 16384 (46.8%) ✷✵✳✾✺✺✷ ✷✸✳✺✺✽✷ ✷✹✳✻✷✽✾ ✵✳✼✸✾✺ ✵✳✽✷✹✶ ✵✳✽✻✸✾



✱ ✶✺

❋✐❣✳ ✸✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ P❤❛♥t♦♠ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦♥
t❤❡ ✜rst r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ A ❢♦r ✷✵ ❛♥❣❧❡s
✭❧❡❢t✮✱ ✹✵ ❛♥❣❧❡s ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ✻✵ ❛♥❣❧❡s ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞
❢♦r t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ PregA ❛♥❞ PA✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣❡s
❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❜❡tt❡r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳



✱ ✶✻

❋✐❣✳ ✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❛s❡ ❢♦r ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤✐s
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡✳

❚❛❜✳ ✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t❤r♦✉❣❤ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♥♦✐s② ❝❛s❡ ❢♦r
t❤❡ P❤❛♥t♦♠ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❚❛❜❧❡ ✸✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ P ✐♥ ♥♦✐s② s❡tt✐♥❣✳

❙✐③❡ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
P❙◆❘ ✭❞❇✮ ✇✐t❤ ❙❙■▼ ✇✐t❤

A PregA PA A PregA PA

2560× 16384 (15.6%) ✷✻✳✺✷✵✹ ✷✼✳✷✷✽✸ ✷✽✳✽✽✶✹ ✵✳✾✺✾✷ ✵✳✾✻✽✾ ✵✳✾✼✹✺

3840× 16384 (23.4%) ✷✼✳✹✾✾✶ ✷✾✳✻✹✵✶ ✷✾✳✾✽✸✽ ✵✳✾✻✸✼ ✵✳✾✼✷✷ ✵✳✾✽✶✶

5120× 16384 (31.2%) ✸✵✳✽✼✹✻ ✸✸✳✵✸✼✻ ✸✹✳✵✽✺✸ ✵✳✾✽✺✺ ✵✳✾✽✼✻ ✵✳✾✾✷✸

6400× 16384 (39%) ✸✷✳✶✾✶✷ ✹✶✳✶✼✹✻ ✺✸✳✵✾✽✸ ✵✳✾✽✽✻ ✵✳✾✾✺✸ ✵✳✾✾✾✷

7680× 16384 (46.8%) ✸✷✳✶✷✵✸ ✹✷✳✻✸✻✻ ✺✵✳✸✹✺✾ ✵✳✾✽✾✼ ✵✳✾✾✺✾ ✵✳✾✾✽✾



✱ ✶✼

❋✐❣✳ ✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s② ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ P❤❛♥t♦♠ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡
✸✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ♥♦✐s② s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ A✱ PregA ❛♥❞ PA ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❛♥❣❧❡s✳

❚❛❜✳ ✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② t❤r♦✉❣❤ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♥♦✐s② ❝❛s❡ ❢♦r
t❤❡ ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡

❙✐③❡ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐①
P❙◆❘ ✭❞❇✮ ✇✐t❤ ❙❙■▼ ✇✐t❤

A PregA PA A PregA PA

2560× 16384 (15.6%) ✶✼✳✶✶✸✵ ✶✼✳✷✷✼✹ ✶✼✳✺✻✽✻ ✵✳✹✽✵✻ ✵✳✹✾✺✽ ✵✳✺✷✺✺

3840× 16384 (23.4%) ✶✽✳✵✽✸✶ ✶✽✳✾✸✷✾ ✶✾✳✸✷✺✻ ✵✳✺✼✶✶ ✵✳✺✻✺✵ ✵✳✻✸✼✵

5120× 16384 (31.2%) ✶✾✳✾✺✷✼ ✷✵✳✻✷✺✹ ✷✶✳✻✾✽✹ ✵✳✻✼✽✻ ✵✳✼✵✵✾ ✵✳✼✺✼✵

6400× 16384 (39%) ✷✵✳✸✵✵✹ ✷✶✳✾✶✶✵ ✷✸✳✵✶✸✾ ✵✳✼✵✶✼ ✵✳✼✻✸✸ ✵✳✽✶✸✾

7680× 16384 (46.8%) ✷✵✳✾✺✹✸ ✷✸✳✺✺✽✷ ✷✹✳✻✹✻✼ ✵✳✼✸✾✷ ✵✳✽✷✹✶ ✵✳✽✻✹✶
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❋✐❣✳ ✻✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦✐s② ❝❛s❡ ❢♦r ▼❘■ t❡st ✐♠❛❣❡✿ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ♥♦✐s② s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ A✱ PregA ❛♥❞ PA ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s❡ts ♦❢ ❛♥❣❧❡s✳
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❘❛♥❞♦♥ s❡♥s✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❤✐❧❡ ✐♠✲
♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s
s✉❝❤ ❛s P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼✱ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
✐♠♣r♦✈❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ s✐③❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts✿ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❈❙■❘ ✭◆♦✳
✷✺✭✷✶✾✮✴✶✸✴❊▼❘✲■■✮✱ ●♦✈t✳ ♦❢ ■♥❞✐❛✱ ❢♦r ✐ts s✉♣♣♦rt✳ Pr❛s❛❞ ❚❤❡❡❞❛ ❣r❛t❡❢✉❧❧②
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ❜❡✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ▼❍❘❉✱ ●♦✈t✳ ♦❢ ■♥❞✐❛✳
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P❍❉✲✷✵✶✸ ✭✷✾✸✮✳
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❬✽❪ ▼✳ ❊❧❛❞✱ ❙♣❛rs❡ ❛♥❞ ❘❡❞✉♥❞❛♥t ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❢r♦♠ t❤❡♦r② t♦ ❛♣♣❧✐❝❛✲
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❬✾❪ ❙✳ ❋♦✉❝❛rt✱ ❍✳ ❘❛✉❤✉t✱ ❆ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ❙❡♥s✲
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❬✶✵❪ ▼✳ ❊❧❛❞✱ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥
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